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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОЦЕНКИ НАГРУЖЕННОСТИ  
НЕСУЩИХ КОНСТРУКЦИЙ МНОГООПЕРАЦИОННЫХ 
ЛЕСОЗАГОТОВИТЕЛЬНЫХ МАШИН 
Публикация посвящена исследованию динамики работы многооперационных лесозаготови-
тельных машин на различных операциях технологического цикла. Разработана пространствен-
ная математическая модель для оценки нагруженности многооперационных машин. Особое 
внимание уделено моделированию работы харвестеров на операции обрезки сучьев и форварде-
ров в процессе выполнения погрузочно-разгрузочных операций. С помощью теста нормирован-
ных спектральных плотностей выполнена оценка адекватности модели.  
The work is devoted research of dynamics work multioperational forest machines on various 
operations of work cycle. The spatial mathematical model is developed for an estimation forces 
multioperational machines. The special attention is given modeling harvesters in operation scraps of 
boughs and forwarders at performance of cargo handling operations. By means of the test normalize 
spectral density the estimation of adequacy model is executed.  
Введение. Многочисленные исследования 
отечественных и зарубежных ученых показыва-
ют, что наиболее прогрессивным методом опре-
деления нагруженности конструкций машин яв-
ляется математическое моделирование динами-
ки их работы [1–3]. Важными достоинствами 
такого подхода являются возможности много-
кратного сокращения объема сложных и трудо-
емких экспериментальных исследований и про-
стого варьирования компоновочных параметров 
машин. Полученные в результате моделирова-
ния данные о действующих нагрузках исполь-
зуются при их непосредственном анализе или 
являются исходными данными для проведения 
анализа напряженно-деформированного состо-
яния конструкций. Учет наличия двигателя, как 
заданного источника мощности и параметров 
привода рабочих органов, обеспечивает воз-
можность комплексной оценки взаимовлияния 
показателей динамической нагруженности ма-
шины и ее энергетических параметров. 
Основная часть. Проведенным анализом 
конструкций многооперационных лесозагото-
вительных машин установлены особенности, не 
позволяющие использовать известные матема-
тические модели для оценки их динамической 
нагруженности. Это наличие в технологическом 
цикле операций работы манипулятора, блокиро-
вание шарнира сочленения полурам при их вы-
полнении, продолжительная работа машин на 
переходных режимах, возможность использова-
ния нескольких способов выполнения одной тех-
нологической операции, оснащенность подвес-
ных устройств рабочих органов гасителями коле-
баний, соединение движителя с несущей конст-
рукцией без использования упругодемпфирую-
щих устройств, использование в конструкциях 
манипуляторов наклонных платформ. 
Кроме того, современные многооперацион-
ные лесозаготовительные машины, с целью 
удешевления их производства, создаются на 
базе высокоунифицированных несущих конст-
рукций. Оценка нагруженности таких конст-
рукций должна проводиться для всех возмож-
ных режимов нагружения. Поэтому разрабаты-
ваемая математическая модель работы должна 
обеспечивать возможность анализа нагружен-
ности многооперационных лесозаготовитель-
ных машин различного назначения. 
Для оценки динамической нагруженности 
несущих конструкций многооперационных ле-
созаготовительных машин разработана ком-
плексная пространственная математическая мо-
дель (рис. 1). При разработке модели приняты 
следующие допущения: величины радиальной 
жесткости колес описываются соответствующи-
ми функциональными зависимостями от дейст-
вующей нагрузки; жесткости гидравлических 
систем наклона опорной платформы манипуля-
тора и жесткость телескопического звена по-
стоянны, демпфирующие свойства элементов 
системы пропорциональны первой производ-
ной по деформации, связи элементов модели 
голономны, стрела и рукоять манипулятора 
представляют собой единое целое, а положение 
центра тяжести манипулятора и значения его 
моментов инерции определяются относитель-
ным положением звеньев. 
Постоянные величины жесткостей шин в 
продольном и поперечном направлении приня-
ты на основании исследований [4]. Крутильная 
жесткость полурам в поперечной и изгибная 
жесткость рамы в продольной плоскости значи-
тельно больше жесткости механизма блокиров-
ки горизонтального шарнира, что подтвержда-
ют исследования [5]. 
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Рис. 1. Пространственная схема динамической модели  
многооперационной лесозаготовительной машины 
 
Поэтому в математической модели распре-
деленная масса рамы заменена сосредоточен-
ной, а каждая из полурам обладает выделенным 
моментом инерции относительно продольной 
оси. Ввиду наличия в конструкции заднего мо-
дуля многооперационной машины 6К6 балан-
сирных опор в модель введены обобщенные 
координаты их поворота. 
Движение элементов шасси многооперацион-
ной машины 4К4 в пространстве описывается  
7 обобщенными координатами: 9 18 19, ,Z Z Z – по-
ступательное движение сосредоточенной массы 
шасси 1M  по осям OZ, OY, OX; 10 20,Z Z – враща-
тельное движение рамы в плоскости YOZ и XOY с 
моментами инерции рамы ш2 ш7,I I ; 11 12,Z Z  – вра-
щательное движение задней и передней полурам в 
плоскости XOZ с моментами их инерции ш3 ш4,I I  
соответственно. Для описания работы балансир-
ных тележек в машинах с колесной формулой 6К6 
дополнительно введены обобщенные координаты 
13 14,Z Z , описывающие вращательное движение 
балансирных опор заднего модуля левого и право-
го борта в плоскости YOZ и моменты их инерции 
ш5 ш6,I I  относительно осей поворота. 
Величины жесткости и демпфирования 
элементов шасси имеют следующие обозначе-
ния: ш1 ш6С С− – жесткости шин в направлении 
оси OZ, ш1 ш6K K− – их коэффициенты демп-
фирования; пш1 пш6С С− – жесткости шин в на-
правлении оси OY, пш1 пш6K K− – их коэффици-
енты демпфирования; гш1 гш6С С− – жесткости 
шин в направлении оси OX, гш1 гш6K K− – их 
коэффициенты демпфирования; ш7С  и ш7K – 
крутильная жесткость и коэффициент демп-
фирования механизма блокировки шарнира. 
Указанные жесткости и демпфирующие свой-
ства шин приведены для машин с колесной 
формулой 6К6.  
Геометрическое положение элементов шасси 
описывается соответствующими величинами: 1l – 
расстояние от центра тяжести шасси массой М1 
до задней оси, м; 2l – расстояние от передней оси 
до центра тяжести шасси, м; 3l – расстояние от 
места крепления передних опор манипулятора до 
задней оси, м; 4l , 5l – расстояние от задней оси до 
осей передних и задних колес балансирной те-
лежки, м; с – расстояние между передними и зад-
ними опорами манипулятора, м; d – высота 
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опорной платформы манипулятора харвестера 
(или колоны манипулятора форвардера), м; 1b – 
расстояние между серединами левых и правых 
колес энергетического модуля, м; 2b – расстояние 
между вертикальной плоскостью середины коле-
са и ближайшей к нему опоры манипулятора, м; 
3b – расстояние между левыми и правыми опора-
ми манипулятора; 1h – высота положения центра 
тяжести машины, м; 2h – расстояние от опорной 
поверхности до опор манипулятора, м; 3h – рас-
стояние от оси горизонтального шарнира сочле-
нения полурам до опорной поверхности, м.  
Математическая модель позволяет получать 
значения нагрузок действующих в опорах ма-
нипуляторов многооперационных лесозагото-
вительных машин [6]. При математическом 
описании их работы учитывались коэффициен-
ты вертикальной жесткости гидроцилиндров 
1 11,C C  и соответствующие им коэффициенты 
демпфирования 1 11,K K ; коэффициенты верти-
кальной жесткости 2 21,C C  и демпфирования 
2 21,K K  передних опор; приведенные продоль-
ные 5 51,C C  и поперечные 6 61,C C  коэффициен-
ты жесткости опор и соответствующие им ко-
эффициенты демпфирования 5 51 6 61, , ,K K K K . 
Положение центров тяжести соответст-
вующих звеньев манипулятора определяется 
длинами 1x – 4x . Высота положения центра тя-
жести манипулятора относительно поворотной 
платформы – мh , а длина подвески харвестер-
ной головки (грейферного захвата) – гh .  
Пространственное движение манипулятора 
описывается 8 обобщенными координатами: 
1 7 8, ,Z Z Z – поступательное движение центра тя-
жести манипулятора в направлении осей oi, oj, ok; 
2 5 6, ,Z Z Z – вращательное движение манипулятора 
в соответствующих плоскостях; 1 4 5, ,I I I  – момен-
ты инерции вращательного движения манипуля-
тора; 15Z  – угол наклона стрелы манипулятора к 
горизонтальной плоскости jok; 16Z – угол поворота 
манипулятора относительно плоскости YOZ; 21Z – 
угол наклона рукояти манипулятора к вертикаль-
ной плоскости; 1m  – масса манипулятора, сосредо-
точенная в его центре тяжести при заданном ки-
нематическом положении его звеньев. 
При моделировании динамики технологи-
ческого оборудования учтено наличие в руко-
яти манипулятора телескопического звена с 
жесткостью 7C  c коэффициентом демпфирова-
ния 7K , а также наличие в конструкции рабо-
чего органа массой гm  подвеса c гасителем ко-
лебаний (рис. 2). В математической модели уч-
тена величина его жесткости 4C  и демпфиро-
вания 4K , а также коэффициенты жесткости и 
демпфирования 3 3,C K подвесной скобы харве-
стерной головки (грейферного захвата). 
  
Рис. 2. Гаситель колебаний рабочего органа  
 
Движение рабочего органа в пространст-
ве описывается обобщенными координатами 
3 4,Z Z . Обобщенная координата 4Z  опреде-
ляет качание рабочего органа в поперечной 
плоскости манипулятора относительно рота-
тора, а 3Z – перемещение центра тяжести  
рабочего органа в направлении точки его 
подвеса. 
На основе схемы (рис. 1) выполнено мате-
матическое описание в виде системы диффе-
ренциальных уравнений Лагранжа 2-го рода, 
решение которой произведено в программном 
пакете MathCAD 15 методом Рунге – Кутты с 
переменным шагом интегрирования. 
Величины внутренних силовых факторов, 
действующих в шарнире сочленения полурам, 
определяются зависимостями: 
( )кр.ш ш7 11 12М С Z Z= − + ;             (1) 
( )( )в.ш эн 9 10 2 5
ш5 ш6;
R M g Z Z d d
R R
= − ⋅ + − − +
+ +
?? ??
     
(2)
 
( )( )
( )
( )
изг.ш эн 9 10 2 5
2 ш6 4 1
ш5 4 1
М
cosφ cosφ 0,5 sinφ
cosφ 0,5 sinφ ,
М g Z Z d d
d R d b
R d b
= − ⋅ + − − ×
× ⋅ + + +
+ −
?? ??
  
(3)
 
где кр.шМ  – момент кручения в шарнире, Н·м; 
изг.шМ  – изгибающий момент в шарнире, Н·м; 
ш5R  и ш6R  – вертикальные опорные реакции 
под колесами энергетического модуля лесоза-
готовительной машины, Н; φ  – угол склады-
вания полурам многооперационной маши- 
ны, град; 
Величины вертикальных опорных реакций 
для машин с колесной формурой 6К6 опреде-
ляются выражениями: 
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где ш1 ш4R R−  – опорные реакции под колесами 
технологического модуля лесозаготовительной 
машины, Н; технM  – масса технологического 
модуля, кг; энM  – масса энергетического моду-
ля, кг; 1d , 2d  – расстояние от оси вертикально-
го шарнира до центров тяжести технологиче-
ского и энергетического модуля при φ  = 0° со-
ответственно, м; 3d , 4d  – расстояние от оси 
вертикального шарнира до оси технологическо-
го и энергетического модуля при φ  = 0° соот-
ветственно, м; 5d  – расстояние между верти-
кальной осью шарнира и центром тяжести ма-
шины (положительные значения соответствуют 
смещению центра тяжести к оси энергетиче-
ского модуля); 1q – 6q – отклонение микропро-
филя поверхности движения под соответст-
вующими колесами левого и правого борта 
машины. 
В разработанной математической модели 
величины моментов, действующих в про-
дольной м.прM  и поперечной м.попM  плоско-
сти и вертикального усилия м.верR  на опорной 
платформе манипулятора определяются вы-
ражениями: 
( )2 21 1 11
м.поп 21 11 3M ;2
R R R R
R R b
⎡ + + + ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4) 
( )м.пр 21 11M ;R R с= +                    (5) 
м.в 21 21 1 11.R R R R R= + + +               (6) 
Величины момента поворота манипулятора 
м. повM и горизонтального сдвигающего усилия 
м.сдвR  определяются выражениями: 
( ) 3м. пов 51 5 5 3 6M ;2
bR R R b R c= + + ⋅ + ⋅     (7) 
м.сдв 61 6.R R R= +                      (8) 
На основе существующих методик рас-
смотрены воздействия на движитель многоопе-
рационной машины при ее движении через 
обособленную неровность и на участке треле-
вочного волока с заданными параметрами мик-
ропрофиля поверхности.  
Особое внимание при моделировании уде-
лено описанию внешних воздействий на мно-
гооперационную лесозаготовительную машину 
на технологических операциях. Так, рассмот-
рены воздействия при выполнении операций 
обрезки сучьев и проведении погрузочно-
разгрузочных работ.  
Современные приводы вальцов харвестер-
ных головок и манипуляторов оборудуются ав-
томатизированными системами регулирования 
подачи гидравлической жидкости по нагрузке. 
При наличии такой системы скорость подачи 
дерева вальцами регулируется исходя из макси-
мальной мощности привода и нагрузки, дейст-
вующей на протаскивающие вальцы. 
Мощность хгN , затрачиваемая на обрезку 
сучьев в каждый момент времени протаскива-
ния t  при таком способе выполнения операции 
(рис. 3), определяется в результате решения 
системы дифференциальных уравнений и нера-
венств:  
( )дер 17 хг вол 17 хг
max
хг хг хг
max max
17 пр 17 пр 17 сорт
,
,
; ; ,
m Z F F Z N
N N
Z a Z v Z L
⎧ ⋅ + + =⎪⎪ ≤ ⋅ η⎨⎪ ≤ ≤ ≤⎪⎩
?? ?
?? ?
      (9) 
где 17Z??  – ускорение движения дерева относи-
тельно харвестерной головки, м/с2; 17Z? – ско-
рость движения дерева относительно харве-
стерной головки в момент времени t , м/с; 17Z  – 
перемещение дерева относительно начального 
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положения харвестерной головки, м; Fвол – сила 
сопротивления волочению дерева, Н; Fхг – сила 
сопротивления протаскиванию дерева в харве-
стерной головке, Н; сортL  – длина выпиливае-
мого сортимента, м; хгη  – КПД привода валь-
цов; maxхгN – мощность привода вальцов, Вт; 
max
хгa  – максимальное ускорение дерева м/с
2; 
max
прv  – максимальная скорость протаскивания 
дерева вальцами, м/с 
 
 
Рис. 3. Расчетная схема для моделирования 
операции обрезки сучьев 
 
Сила сопротивления протаскиванию дерева 
в харвестерной головке определяется по выра-
жению [7] 
( )( )p приж дер ц
хг ,2
F F m g F
F
+ + ⋅ ⋅μ +=   (10) 
где pF  – сила резания сучьев в харвестерной 
головке, Н; прижF  – суммарное усилие прижа-
тия вальцов к обрабатываемому дереву, Н; μ – 
коэффициент трения качения ствола по по-
дающим вальцам головки; Fц – сила сопротив-
ления вращению вальцов в цапфах, Н; g – уско-
рение свободного падения 9,81 м/с2. 
Сила сопротивления волочению дерева оп-
ределяется согласно выражению 
вол кр кр ,F Z f= ⋅                        (11) 
где крf  – коэффициент сопротивления волоче-
нию кроны; крZ – нормальная реакция взаимо-
действия кроны с опорной поверхностью, оп-
ределяемая по формуле 
( )дер цт дер 17
кр
дер 17
,
m g k H Z
Z
H Z
⋅ −= −             (12) 
где цтk – коэффициент, определяющий соотно-
шение между высотой дерева дерH  и высотой 
положения его центра тяжести. 
Наибольшего значения внешние усилия, 
действующие на харвестерную головку, дос-
тигают на этапе торможения дерева. В этом 
случае, при оценке нагруженности, сосредото-
ченная масса рабочего органа увеличивается 
на величину части массы дерева, приходящей-
ся на него: 
( )дер цт дер
доп
дер 17
1
.
m k H
m
H Z
−= −              (13) 
Воздействие, передающееся на харвестер-
ную головку при торможении дерева, зависит 
от кинетической энергии его движения в мо-
мент начала торможения. На продолжитель-
ность рассеяния кинетической энергии наи-
большее влияние оказывают динамические па-
раметры технологического оборудования и ве-
личины сопротивления волочению кроны дере-
ва. Составляющие величины усилия торможе-
ния, реализуемого на харвестерной головке в 
каждый момент времени, введены в описание 
обобщенного ускорения 3Z??  и обобщенного уг-
лового ускорения 4Z??  соответственно: 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )
н
2max
дер 17 4
2 г 4 3 3 дер г
вол 4 н торм
вол 4 торм н
0 при 0,
sin
2 cos sin
sin при 0 ,
sin при ;
t t
m Z Z
F h Z Z Z m m
F Z t t t
F Z t t t
− <⎧⎪ − ⋅⎪ +⎪= ⎡ ⎤⋅ − ⋅ ⋅ +⎨ ⎣ ⎦⎪+ ⋅ ≤ − ≤⎪⎪− ⋅ < −⎩
?
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )
н
2max
дер 17 г 4
2 г 4 3 3 дер г
вол г 4 торм
вол г 4 торм н
0 при 0,
cos
2 cos sin
cos при 0 ,
cos при ,
н
t t
m Z h Z
М h Z Z Z m m
F h Z t t t
F h Z t t t
− <⎧⎪ ⋅ ⋅ ⋅⎪ −⎪= ⎡ ⎤⋅ − ⋅ ⋅ +⎨ ⎣ ⎦⎪− ⋅ ≤ − ≤⎪⎪ ⋅ < −⎩
?
 
где max17Z? – максимально достигаемая скорость 
протаскивания при обработке дерева с задан-
ными параметрами, м/с; нt  – время начала тор-
можения, с. 
Важным этапом лесосечных работ является 
осуществление погрузочно-разгрузочных опе-
раций. Требуемые углы поворота стрелы мани-
пулятора при его подъеме и опускании опреде-
ляются согласно зависимости, рад: 
под ман ман
под
ман ман
arcsin arccos
2
h h h
L L
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞πα = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 
где подh  – требуемая высота подъема пачки сор-
тиментов, м; манh – высота крепления стрелы ма-
нипулятора над уровнем опорной поверхности, м. 
z17 
mдер
Fвол 
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Рис. 4. Расчетная схема подъема сортимента  
манипулятором форвардера 
 
Высота подъема пачки сортиментов опре-
деляется, суммарной высотой положения по-
грузочной площадки фплh , м, ее коников 
ф
конh , м, 
и требуемой высотой запаса фзапh , м, обуслов-
ленной негоризонтальным положением сорти-
мента во время подъема и необходимостью по-
следующего опускания рукояти манипулятора 
до уровня погруженных сортиментов (рис. 4): 
ф ф ф
под пл кон зап .h h h h= + +                (14) 
При исследовании динамической нагру-
женности форвардера на погрузочных операци-
ях в качестве возмущающих воздействий зада-
вались функции изменения обобщенных коор-
динат подъема 15Z  и поворота 16Z  стрелы ма-
нипулятора во времени. Их мгновенные значе-
ния в каждый момент времени обусловлены 
величиной потребляемой мощности при подъ-
еме и повороте манипулятора с сортиментом и 
определяются при решении систем дифферен-
циальных уравнений и неравенств: 
( )( )2м. пр 1 г сорт ман 16 16 под. ман
max
под. ман под. ман под. ман
max max
16 под 16 под 16 под
M ( ) ,
,
; ; ,
I m m L Z Z N
N N
Z Z Z
⎧ + + + ⋅ ⋅ =⎪⎪ ≤ ⋅η⎨⎪⎪ ≤ ε ≤ ω ≤ α⎩
?? ?
?? ?
 
где maxподε , maxподω  – максимальное угловое ускорение,  
рад/с2 и угловая скорость подъема манипулятора, 
рад/с, соответственно; сортm  – масса сортимента, 
кг; под. манη – КПД манипулятора при подъеме сор-
тимента; 16Z – обобщенная координата угла подъ-
ема стрелы манипулятора, рад; Mм.пр – подъемный 
момент манипулятора на заданном вылете (Н·м), 
определяемый по зависимости (5). 
Мощность и время на поворот манипулято-
ра с сортиментом и холостого поворота мани-
пулятора находится из системы: 
( )( )25 г сорт ман 15 сопр 15 пов.ман
max
пов.ман пов.ман пов.ман
max max max
15 ман 15 ман 15 15
( ) ,
,
; ; .
I m m L Z M Z N
N N
Z Z Z Z
⎧ + + ⋅ + =⎪⎪ ≤ ⋅η⎨⎪⎪ ≤ ε ≤ ω ≤⎩
?? ?
?? ?
 
Количество циклов выполнения операций 
погрузки и разгрузки сортиментов в пределах 
одного технологического цикла работы маши-
ны определяется отношением объема погру-
зочной площадки машины к объему сортимен-
тов, погружаемых за один цикл. 
Адекватность разработанной математиче-
ской модели оценена с помощью теста норми-
рованных спектральных плотностей теоретиче-
ски и экспериментально полученных значений 
вертикальных ускорений центра тяжести фор-
вардера МЛПТ-354 и харвестера МЛХ-414 (оба 
производства ПО «МТЗ») (рис. 5), нормальных 
и касательных напряжений в шарнирах сочле-
нения их полурам при движении по экспери-
ментальному участку волока. 
Расчетные значения ускорений центров тя-
жести получены при непосредственном исполь-
зовании разработанной математической моде-
ли. Теоретические значения действующих в 
шарнире напряжений получены при моделиро-
вании его напряженно-деформированного со-
стояния в верифицированном программном па-
кете Ansys 12 с использованием данных о дей-
ствующих нагрузках, полученных с помощью 
разработанной модели. 
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Рис. 5. Нормированные спектральные плотности 
вертикальных ускорений центра тяжести форвардера: 
1 – теоретическая зависимость; 
2 – экспериментальная зависимость  
 
Величины статистики D2 нормированных 
спектральных плотностей сравниваемых пара-
метров находятся в пределах 34,9–49,5 при 
уровне значимости α = 0,05 и значении области 
принятия гипотезы 2,n αχ , равном 55,76, что по-
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зволяет сделать вывод об адекватности разра-
ботанной математической модели. 
Заключение. Разработана комплексная про-
странственная математическая модель работы 
многооперационной лесозаготовительной маши-
ны. Выполнено моделирование проведения опе-
раций обрезки сучьев харвестером и погрузочно-
разгрузочных работ форвардером. Тест норми-
рованных спектральных плотностей ускорений 
центров тяжести форвардера и харвестера, 
нормальных и касательных напряжений в шар-
нирах сочленения их полурам при движении по 
экспериментальному участку трелевочного во-
лока показал, что при α = 0,05 и значении об-
ласти принятия гипотезы 2,n αχ , равном 55,76, 
величины статистики D2 нормированных спек-
тральных плотностей сравниваемых парамет-
ров находятся в пределах 34,9–49,5, что позво-
лило сделать вывод об адекватности разрабо-
танной математической модели. 
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